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Capitulo 3 - Dinamica dos Fluidos 
Elementar e Equagao de Bernoulli 

3.1 Principios Fundamentais 

Ao longo deste capitulo, consideraremos: 

► Um pequeno elemento de volume do fluido. Pequeno se 
comparado com as dimensoes do fluido, porem com 
tamanho suficiente para conter um numero razoavel de 
moleculas. Esse elemento e chamado de partfcula fluida. 

► Escoamentos invfscidos (viscosidade nula). 

► Aplicagao da segunda Lei de Newton, F = ma ao 
movimento da partfcula fluida. 
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Conceitos Fundamentais 



Escoamento 

► Transporte de Massa num fluido no qual existe 
deslocamento de massa relativo de suas diversas partes. 

► Ocorre, em geral, em condutos, mas tambem pode 
ocorrer em outros locals, como o movimento do ar 
atmosferico, por exemplo. 

► Em um escoamento, organiza-se no fluido um campo 
vetorial de velocidades. 

Escoamento Ideal ou Permanente 

► Ocorre quando o fluido em movimento tern viscosidade 
nula. 
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Linhas de corrente 

► Sao linhas que, a cada ponto ocupado por uma partfcula 
fluida num escoamento, sao tangentes a velocidade. Isto 
e, tangentes ao vetor velocidade da partfcula fluida. 

Outros Tipos de Escoamento (dependem da definigao 
de linhas de corrente). 



Estacionamento Laminar 

► Ocorrem quando as linhas 
sao perfeitamente definidas e 
estacionarias ao longo do 
campo. 

(video 3.3) 
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Escoamento turbilhonar ou turbulento 

► Ocorrem quando as linhas de corrente nao sao estacio- 
narias. 



► Forma-se, nesse caso, turbilhoes (vortices). 
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► A passagem do escoamento 
Laminar para o turbulento, num 
mesmo conduto ou regiao, para 
um mesmo fluido, ocorre para 
um valor critico do numero de 
Reynolds, Re, definido por 

pea massa especffica do fluido, 
pea viscosidade dinamica, V e a 
velocidade media do escoamento. 
Deo diametro do tubo. 

(video 3.2) 
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Escoamento Newtoniano 

► E definido para os escoamentos nos quais a viscosidade 
e constante e diferente de zero. 

► Nesse caso, se o escoamento e laminar ha, no campo de 
velocidades, um gradiente da velocidade escalar 
proporcional a tensao de cisalhamento. 

► O gradiente de velocidade varia linearmente na diregao 
perpendicular as linhas de corrente. 



Escoamento Plastico (nao Newtoniano) 

► Ocorre quando nao ha proporcionalidade entre a 
variagao da velocidade e a tensao de cisalhamento. 

► So ha escoamento, quando a tensao de cisalhamento 
ultrapassa um certo valor conhecido como ponto de 
cedencia. A partir dai, pode ou nao haver variagao linear 
da velocidade com a tensao. 
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Escoamento Potencial 

► Ocorre quando o campo de velocidade do escoamento 
admite um potencial. 

► Nesse caso, existe uma fungao potencial escalar, A tal 
que, 

grad A = -V 
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3.1 Aplicagao da 2 a Lei de Newton 

► De modo geral, uma partfcula fluida sofre aceleragoes e 
desaceleragdes durante um escoamento. 

► Como os escoamentos sao invfscidos, o movimento do 
fluido e provocado pelas forgas da gravidade e de pressao. 

► Aplicando a segunda lei de Newton, 

(Forga Ifquida na partfcula fluida devida a pressao) 

+ 

(forga na partfcula fluida devida a gravidade) 
(massa da partfcula fluida) x (aceleragao da partfcula) 

F R = ma 
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Pressao 
media sobre 
a partkula 



+ 



For^a da 
gravita^ao 
media sobre 
a partkula 



ma 




9 



CO Universidade Federal do ABC 



Descrevendo o movimento 

► O movimento e descrito em fungao da velocidade da 
partfcula fluida. 

► Quando uma partfcula fluida muda de posigao, ela segue 
uma trajetoria particular cuja forma e definida pela sua 
velocidade. 



► As trajetorias sao as linhas 
de corrente e sao tangentes 
aos vetores velocidades das 
partfculas em cada ponto. Ou 
seja, sao tangentes aos veto- 
res do campo em cada ponto. 




X 
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Definindo um novo referencial 

► Sistema s - n 

— ► s = s(t) e a distancia medida sobre a linha de corrente 
a partir de uma origem. O versor dessa coordenada, s, tern 
a mesma diregao da velocidade em cada ponto. 



— » a diregao n e definida 
pelo versor n, perpendicu- 
lar a linha de corrente em 
cada ponto do escoamento. 
Ele aponta para o centro da 
curva. 

► R= i?(s) e o raio de cur- 
vatura local da linha de 
corrente. 
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► A distancia ao longo da linha de corrente esta 
relacionada com a velocidade da particula fluida. 

dt 

► A aceleragao ao longo da linha de corrente, a s , e a 
derivada temporal da velocidade. 

dV 8V ds T7 av 

a s = = = V — 

dt ds dt ds 



► Por consideragdes ffsicas, a aceleragao na diregao 
perpendicular a linha de corrente e a aceleragao centrifuga 
sobre a particula. 

y 2 ^VeR (raio de curvatura) 



^ podem variar ao longo 

da trajetoria. 12 
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3.2 Aplicagao da 2 a Lei de Newton ao longo da 
linha de corrente 



X 



^ 8F S = Sma s = dm V 



dV 
ds 



dm = pSJ 



{p+Sp n )SsSy 



expessura da particula = g 



8V 
ds 



Linha de corrente 



j+ Sp s )SnSy 




Normal a linha de corrente 



Ad longo da linha de corrente 
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► Volume da particular d^/ = SySsSn 



Linha de corrente 



► Por outro lado, 



expessura da particula — ^ 



(/> + Sp t ) Sn Sy 



PS 



Onde 




Normal a linha de corrente 



Ao longo da linha de corrente 



SW S =-SWsen0 

?,.r ? o r> / Se o campo de velocidade do 

como 5W = Smg e Sm = e scoamento for horizontal, a 

Logo forga peso nao contribui para 

a aceleragao do fluido. 

5W S = -pcW gsen# = -yd\/$en& 
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Analise da forga devida a pressao 



► Pressao no centro da particular /; 

► Pressao na face esquerda, P ~ $P< 



► Pressao na face direita, p + Sp 



► Pressao na face superior, 



p + Sp 



n 



!► Pressao na face inferior, 



p-Sp 



77 



(/> + SpJSnSy 




Normal a linha de corrente 



A a longo da linha de corrente 



15 



CO Universidade Federal do ABC 
Expansao da pressao em serie de Taylor 



Expressao geral para Serie de Taylor 
(x-a) n d n T(a) 



« = 0 



dx n 



Para a pressao ao longo da linha de corrente no ponto s 

[s-(s-dsll)Y d n p(s-5sl2) 



5s 12 



p(s-5s/2) = "£ 

H = 0 

00 



n\ ds" 
{8sl2) n d n p(s-Ssl2) 



« = 0 



Expandindo a serie ate n 
p{s - os I 2) = p{s) 



ds' 



, e consideran do 5s « 1, 



2 ds 



Analogamen te , no ponto s + 

p(s + 5s/2) = p(s) + ^^i 

2 ds 



5s 
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► As pressdes nas faces sao obtidas por expansao da 
pressao em serie de Taylor. Assim, 



$Ps = 



dp Ss 

a7T 



► Forga liquida devida a pressao na particula sobre a 
linha de corrente 



SF ps = (p-8p s )Sn8)?-(p + 8p s )8nSy 

Ss 



cp 



SF P = -2Sp s SnSy = -2- 



os 



Assim. 



dp 



SF P = SsSnSy = - 

8s 



SnSy 



dp 



ds 




Normal a linha de corrente 



An Ion go da linha de corrente 
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► Assim, 



dV 



YSF S = 5W S +SF PS = pfr/V 

'" ds 



SW S = -y$/ sen0 

OS 



Portanto, 



dp 



-yS\IsQn9-—8\I = p&JV 

ds 

dp 8 V 
-/sen (9 — — = pV — 

ds ds 



dV 
ds 
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► A equagao 



dp dV 
- ysquO -— = pV — 

ds ds 



E valida para escoamentos permanentes, inviscidos e 
incompressiveis ao longo da linha de corrente. 



Tern a seguinte interpretagao fi'sica: 



A variagao da velocidade de uma particula fluida e 
provocada por uma combinagao adequada do gradiente de 
pressao com a componente do peso da particula na diregao 
da linha de corrente. 



!► Ainda pode ser escrita como f 



n 8 P 

-y sen 0 — — = pa s 
ds 

dV 

OS 
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Forca da 
gravita^ao 
media sobre 
a particula 




+ 



Pressao 
media sobre 
a particula 



Massa da 
particula 



x 



Aceleracao 
da particula 



Uma mudanga na velocidade da particula implica 
numa combinagao apropriada do gradiente de 
pressao e do peso da particula ao longo da linha 
de corrente. 
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Exemplo 3.1 



A figura abaixo mostra algumas linhas de corrente do 
escoamento, em regime permanente, de um fluido inviscido 
e incompressivel em torno de uma esfera de raio a. Sabe- 
se, utilizando um topico mais avan^ado de Mecanica dos 
Fluidos, que a velocidade ao longo da linha de corrente A-B 
e dada por 



( 



1 + 



a 



3\ 



V 



J 



Determine a varia^ao da 
pressao entre os pontos A 
(x A = -oo e V A =V 0 ) e B (x B == 
-a e V B =0) da linha de cor 
rente mostrada na figura. 
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Solugao 

Como o escoamento e permanente , inviscito e incompress ivel , 



a equagao 



dp d V 

- y sen 6 - = p V — — pode ser aplicada . E como 



ds ds 

o movimento ocorre apenas na diregao x e esta coincide com 
a diregao s, temos 6 = 0 e : 



dp Tr dV 
— = -pV 

dx dx — 



onde V = V 



f 



o 



1 + 



a 



3 ^ 



V 



X 



dV 



J 



dx 



dp 



dx 



= -pv G 



1 + 



a 



3 A 



V 



X 



J 



-3V 



a 



= -V 



a 



o 4 
X 



3 "\ 



Dai 



V 



x 



dp ^ rr i i 
ou = 3 p V 0 a 

dx 



r 



1 a 

+ — 



3 A 



v x 4 ' x 1 j 
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Continuando 

Fazendo o grafico do gradiente de pressao versus a posigao x, 
dp 
dx 



X Xy 




0.610pV 0 2 /a 



0 * 



observamos que dpjdx aumenta do ponto A para o ponto B 
(x B = -a), onde cai bruscamente. 
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Continuagao 

Agora, integrando a equaqao 



dx 



f 



1 

T + — 

JC X j 



vem 



0.5pV 




C? dp , . r _ 2 3 f C x dx 3 r x dx^ 

Jnn~mc X 1 J v 



3pV„a 3 



V 



1 a 



P~Pa = A/? = -pVla 



3x 6x 



6 



' x a X J 



J 

a 



f 



3pV*a 3 



1 a 



3 A 



X 4 =-oo 

3 A 



V 



3x 6x 



J 



^ x 
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Continuagao 



Construindo o grafico Ap x x, verifica - se que a pressao atinge 
um valor mdximo em x B - -a. Esse valor e 



Ap = -pV^a 3 



1 a 

+ 



3 ^ 



V 



(-a) 3 2(-a) { 



= ~pV 0 2 a 3 



J 



f 



V 



1 1 ^ 



3 j 

a 2a J 




0.5pV 
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A equagao de Bernoulli 



n dp T . dV 

► Considerando a equa^ao - y sen u-— = pv ^~ 

OS OS 

► Notemos que ao longo da linha de corrente (trajetoria da 
particula fluida), 



sen 6^ = 



dz 
ds 



BKpass 1 1. 1 partialis = ; t 



F'iirtKnk) tlnifli 



\ 



■ -!■=«-■ da con arte 



or - — i-rf 



ds 



= V 



ds 



-—m 2 ) 

2 as 



ao lrinr|ii d.j liiili.i tin 



dn = 0 (0 vefor n e constante ao longo de uma 
linha de corrente) 

dp _dp 

ds ds 
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► Substituindo esses resultados em 



dp 8V 
-yscnO — — = pV — 

8s 8s 



dz dp 

Y — = p 

ds ds 



2 ds 



dp 1 d 2 dz 

— + p (V ) + y — = 0 

ds 2 ds ds 

dp i 1 d 2 dz j 

— ds + p (V )ds + y — ds 

ds 2 ds ds 



= 0 



Integrando, 

} dS 7 J sir 



2 J ds 



r\-ds = o 

J ds 



P + ~pV +yz = constante ao longo da linha de corrente ^ 



o 

CO Universidade Federal do ABC 



► A equagao 



1 2 

P + — pV +yz = constante ao longo da linha de corrente 



e a chamada equagao de Bernoulli, valida ao longo da linha 
de corrente e para escoamentos inviscidos, permanentes e 



i 



ncompressiveis, 



\> Apesar das restrigoes 
contexto da Mecanica dos 



e extremamente importante no 
Fluidos. 
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Observagoes sobre a equagao de Bernoulli 



2 

p + — pV +y z — constante ao longo da linha de corrente 

► Corresponde a uma integragao geral da segunda Lei de 
Newton, F = ma. 

► Nao e necessario conhecer detalhadamente a distribuigao 
de velocidades no escoamento para determinar a diferenga 
de pressao entre dois pontos do escoamento. 

► Porem, e preciso conhecer as condigoes de contorno nos 
pontos. 

► E necessario, tambem, conhecer a variagao de velocida- 
des ao longo da linha de corrente. 
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Exercfcios 

1) Considere o escoamento de ar em torno de um ciclista 
que se move em ar estagnado com velocidade V Q (veja 
figura). Determine a diferenga entre as pressoes nos 
pontos (1) e (2) do escoamento. Considere que o ciclista 
tenha uma velocidade de 40km/h. 



o 

CO Universidade Federal do ABC 



Solugao 



Para um sistema fixo ao ciclista, o escoamento e permanente e pode ser 
considerado com inviscito e incompressivel . Entao, podemos apricar a 
equagao de Bernoulli 



1 2 

p +—pV +yz = constante ao longo da linha de corrente 



Dai, 

1 1 

Pi + — pV\ +)%i= P2 +—PV2 + 



4r 



4r 



yz 2 



De acordo com os dados do problema: z l = z 2 eV 2 =0 e V l =V Q . Assim, 



Pi ~P\ = +—pV\ =-pV: = -x 1,225 x (11,1)^ =75,47 Pa 
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2) A figura abaixo mostra um jato de ar incidindo numa 
esfera (video 3.1). Observe que a velocidade do ar na 
regiao proxima ao ponto 1 e maior do que aquela proxima 
ao ponto 2 quando a esfera nao esta alinhada com o jato. 
Determine, para as condigoes mostradas na figura, a 
diferenga de pressao nos pontos 2 e 1. Despreze os efeitos 
gravitacionais. (Video 3.1) 
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Soiugao 



Consideremos os pontos Ps na saida do jato de ar, onde a velocidade e 
V =30 mis e os pontos 1 e 2 nos quais as velocidades sao V x = 42 J m / s e 
V 2 = 33,5 mis, respectivamente. Podemos escrever, entao, 



1 1 

p + -pV 2 +yz = p 1 +-pV 1 2 +rz 1 (1) 

1 7 1 ? 

+ + yz= p 2 +- pV 2 +y z 2 (2) 



/be (i), P\-p = ~^p(v 2 -V x 2 )+r\{z-z,) 



V 2 = 33,5 m/s 



Z^e (2), p 2 - p = i p(F 2 - K 2 2 )+ \{z - z 2 ) (4) 



(3) 
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Solugao 

Fazendo : (3) - (4). 



Pi~P = -p(V 2 -V?) + y(z-z A ) 
Pi ~ P = \py 2 ~ V 2 )+ H 2 " Z 2 ) 



V 2 = 33,5 m/s 




Pi-Pi =--^p(v l 2 -Vi)-r(z } 



-p-p 2 +P = \p(v 2 -v l 2 )-^p(v 2 -v 2 2 )+y(z-z l )-r{z-z 2 ) 



De acordo com a figura, z Y = 



Z ' 



2 

-z 2 ) 



cuidado com esta passageml 



x 1,225 x (42,7 2 - 33,5 2 ) = -429,8 Pa 
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3.3 Aplicagao da 2 a Lei de Newton na diregao 
normal a linha de corrente 



► Como vimos anteriormente, a aceleragao na diregao n e a 
centrifuga. Isto e, 



„ V 2 V 

^SF n =Srn—=p8J 



R 



R 



Linha de corrente 



► Por outro lado, de acordo com 
a Figura a direita, 

^SF n =SW n +SF Pn 



(/)+ SpJSnSy 




Normal a linha de corrente 



Ao longo da linha de corrente 



► Lembrando que estamos considerando que sobre a 
particula fluida atuam apenas a forga gravitacional e as de 
pressao. 
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SW n =-SWcosd 

como SW = Sing e 8m - pSV 

Logo, 

8W n = -pS\l g cos 0 = -yr>Vcos 0 

► E, seguindo o mesmo raciocmio 
da se^ao 3.2, 



dp Sn 

8F P = -ISpSsS] 7 = -2 — A—SsSy 
Pn Fn J dn 2 ' 

Assim, 

8F P --^-SnSsdy--^-W 
dn dn 



Unha de corrente 



expessura da parti 



+ SpJSnSy 




Normal a linha de corrente 



An Inngn rla linha lie cm-rente 
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► Dai, temos 



V 2 



Y J SF„=5Wn + 5F Pn =p^J r 
SW n =-/Mcos0 

on 



Porta nto, 



dn \ R 

-/cost/-— = p 



dn R 



V 
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► A equagao 

- vcosu = p — 

dn R 

E valida para escoamentos permanentes, inviscidos e 
incompressiveis ao longo da diregao perpendicular a linha 
de corrente. 



► Tern a seguinte interpretagao fisica: 

A variagao da velocidade de uma partfcula fluida e 
provocada por uma combinagao adequada do gradiente de 
pressao com a componente do peso da partfcula na diregao 
normal a linha de corrente. 
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dp V 2 

► Agora, considerando a equagao -ycosd — — = p — 

dn R 



► Notemos que ao longo da diregao normal a linha de 
corrente, 



cos (9 = 



dz 
dn 



!► Assim, obtemos 



r 



dz 
dn 



dp V 
= P 



dn R 
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A figura abaixo mostra dois escoamentos com linhas de 
correntes circulares. As distributes de velocidade sao 

V{r) = C x r v( r ) = ^ 

r 




(a) (b) 



Onde C 1 e C 2 sao constantes. Determine a distribuigao de 
pressdes, p = p(r), sabendo que p = p Q em r = r Q . 
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► Ponderagoes: 



- Consideraremos o fluido invfscido, incompressfvel 
e com regime permanente. 

- Supondo que as linhas permanegam no piano xy, 
entao, dz/dn = 0. 3d 

- n e oposto a diregao radial, logo, 



dn dr 
- R = r. 



► Dai, considerando a equagao -y — -^E_ = p ^_ , vem 

que dn dn R 

dp V 2 
= P — 



dr 
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► Para o caso (a), 



dp V 2 (C x r) 2 2 

— = P — = P— = pC x r 

or r r 

[ P — dr - pC\ \ rdr 

h Q dr Jr o 

c 2 

P-Po=P — ( r ~ r o) 



r 2 

_ H / 2 2\ . 

P = P — ( r ~ r o) + Po 
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► Para o caso (b), 



5/? V 2 (C 2 /r) 2 C 2 2 

— = P — = P— = r 

or r r r 

'p dp , _o r 



\ P ^dr = pCl\ 



o r 



P~Po=-P 



C: 



f 



1 1 



2 2 



p = P 



1 1 



\ 



+ Po 



J 
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► Comparando os resultados 



► caso (a), 



C 

P = P^-(r 2 -r 0 2 ) + p 0 



► Variagao da pressao 
em fungao da distancia 
radial, r, para os casos 
(a) e (b). p 0 
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► Nocaso (a), a pressao aumenta indefinidamente, 



r 2 

P = P — (r -r 0 ) + p 0 

► Representa a rotagao de um corpo 
rigido (um fluido no qual as tensdes 
de cisalhamento sao nulas). 



V= C x r 



r = $1 




► No caso (b), a pressao se aproxima de um valor finito 
quando r — ► oo, apesar das linhas de corrente serem iguais 
as do caso (a) 



P = P 



Cl{ 1 



1 



V=C 2 /r 



J 



► Representa um vortice livre, que 
e a aproximagao de um tornado ou 
agua de pia. 
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...... r mm . ~ dz dp V 

► Voltando a anahse da equagao -y — = p 



dn dn R 



► Integrando-a, 



p p dp r V 2 

7 — J/7 - — J/7 = p I J/7 

J Jn J J 



v 2 



P + P] — dn + yz = Constante ao longo da diregao normal 

a linha de corrente 
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Exercfcio 

A agua escoa na curva bidimensional mostrada na figura 
abaixo. Note que as linhas de corrente sao circulares e que 
a velocidade e uniforme no escoamento. Determine a 
pressao nos pontos (2) e (3) sabendo que a pressao no 
ponto (1) e igual a 40 kPa. 




(i) 
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Resolugao 

► Considerando um ponto (0) na mesma diregao dos 
pontos (1), (2) e (3). 
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► Ponderagoes: 

- De acordo com a figura, n = K => dn = dz, 

- R = K(z) = - Z, 



► Como desejamos encontrar a pressao ao longo da diregao 
perpendicular a linha de corrente, devemos considerar a 
equagao 

rV 2 

p + pj ~^~dn + yz = Constante ao longo da diregao normal 

a linha de corrente 

► E um ponto Z 0 qualquer, a partir do qual consideraremos 
as variagdes de velocidade. 
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9 rzi dz i f z 2 dz 

p x +pV I — + yz l = p 2 + pV I — +yz 2 

Jin — 7 JZn — "7 



► Vem que, 

dz T7 2 r z 2 dz 

— + ^ = P 2 +pV I — 

'zo - ^ - ^ 

Pl=Pl-P V I — +^1-^2 

V Jz » z Jz ° z 7 

Pi= P\- p y2 {j z 2 x + ~ z ^ 

/7 2 = jPl - / 9y 2 [ln(z)p]+ / /(z 1 -z 2 ) 
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► como p x = 40000 Pa, z ± = - 6 e z 2 = - 5, vem que 

p 2 = 40000 - 1 000(1 0) 2 [ln(-5) - ln(-6)] + 98 1 0(- 1) = 40000 - 1 00.000[ln(-5 /- 6)] - 98 1 0 
p 2 - \2kPa 

► Analogamente, temos para o ponto (3), 

p 3 = Pi- p y2 [Hz) \t \+r(z x -z 3 ) 

► como p 1 = 40000 Pa, z x = 0 e z 3 = 2, vem que 

p 3 = 40000 - 1 000(1 0) 2 [ln(-4) - ln(-6)] + 981 0(-2) 



p 3 =-20,1 7 kPa (Esta e uma pressdo relativa) ^ 
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3.4 Interpretagoes Fisicas 

► Forma equivalente da equagao de Bernoulli 

v 2 

p + p —— + y z = Constante ao longo da linha de corrente 



Dividindo esta equagao por y 9 



p V 2 

— I \- z = Constante ao longo da linha de corrente 

7 2g 



► A dimensao de cada termo da ultima equagao e de 
comprimento (L). 
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p V 2 

— I h z = Constante ao longo da linha de corrente 

7 2g 

► O termo p/y e chamado de carga de pressao e representa 
a altura de uma coluna de fluido necessaria para produzir a 

pressao p. 



► V^/lg e a carga de velocidade, e representa a distancia 
vertical para que o fluido acelere do repouso ate a 
velocidade 1/numa queda livre (desprezando o atrito c/ar). 



► O termo z e relacionado com a energia potencial da 
partfcula e e chamado de carga de elevagao. 
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Exercfcios 

1) Uma tubulagao, com diametro igual a 102 mm, 
transporta 68 m 3 /h de agua numa pressao de 4 bar. 
Determine: 

a) A carga de pressao. 

b) A carga de velocidade. 

c) A carga de elevagao. 

d) A carga total considerando como piano de 
referenda um piano localizado a 6,1 m abaixo da tubulagao. 

(1 bar = 100 kPa) 
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Resolugao 

► Considerando a equagao, 



p v 2 

— I h z = Constante ao longo da linha de corrente 

7 2g 



temos: 

a) Carga de pressao, 

p 400 kPa 



= 40,7 m 
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b) Carga de velocidade, 



V 



2g 



= ? 



Vazao = ^°^ ume - X — t — — - y x A (Velocidade x Area) 



tempo 



t 



Dai. 



Vazao = 68 



ni 68m 3 



m 



h 3600s 



= 0,019 — = Vx;r(0,051) 



Portanto, V = 2,32 m/ s, £. 



d = Vxt 

H - H 



V 2 _ (2,32) : 
2g ~ 19,62 



V 



= 0,28 m 
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c) Carga de elevagao. Corresponde, neste caso, a 
z = (6,1 + 0,102) m = 6,202 m. 

Esta relacionado com a energia potencial da partfcula, como 
veremos a seguir. 

d) Carga total, 

p v 2 

— I h z = Constante ao longo da linha de corrente 



7 2g 




+ z = 



400000 



+ 0,28 + (6,l + 0,102) = 47,2m 



r 



9810 
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2) Considere o escoamento incompressfvel, inviscido e que 
ocorre em um regime permanente mostrado na figura 
abaixo. As linhas de corrente sao retilmeas entre as segoes 
A e B e circulares ente as segoes C e D. Descreva como 
varia a pressao entre os ponto (1) e (2) e entre os pontos 
(3) e (4). 
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Solugao 
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► Entre as segoes A e B, R ^ oo. Logo, 




A B ^ 

► Analisando os dados do problema, 



p 2 = 0 (pressao relativa na superffcie livre do escoamento), 
e tambem podemos considerar z 2 - z x = h 2 . v Daf, 

P x +rz l = p 2 +yz 2 

i Pi = p 2 + r(z 2 -z l ) = rh 2 _i 

Que e um resultado ja conhecido. 
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► Entre as segoes C e D, R = % e dn = -dz. Logo, 

z z 

+ p\~^~ + ^ z 4 = ft + P— (~dz) +rz 3 

Jz 0 R Jz 0 R 

p 4 = 0 (pressao relativa na superffcie livre do escoamento), 
e tambem podemos considerar z 4 - z 3 = Ai 4 _ 3 . Dai, 

z z y^ 

p 4 + p [ — - J — (-&) + r z 4 = p 3 + r z 3 

ft-p —dz + YZ A = p 3 +yz 3 , ou 

J z 3 R 



rz 4 V 

P3=P4-P\ — dz + y(z 4 -z 3 ), como p 4 = 0 



2 



% R 



rz 4 V 2 E preciso saber como V e 

P3 = /K-3~P] ~^~dz i^variam com z. Veja o 



Z3 exercicio da pagina 40. 59 
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3.5 Pressao Estatica, Dinamica, de estagnagao 
total 

► Cada termo da equagao de Bernoulli representa uma forga 
por unidade de area. 

V 2 

p + p — + y z = Constante ao longo da linha de corrente 

► p e pressao termodinamica do fluido. Para medi-la, e 
preciso se movimentar solidariamente ao fluido. Por isso, 
tambem e chamada de pressao estatica. 

► pV 2 /2 e a pressao dinamica, ja que esta relacionada com a 
velocidade. 

► yz e a chamada pressao hidrostatica, relacionada a altura 
da coluna do fluido. 

► A soma dessas pressoes e chamada de pressao total. 60 
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Dispositivos para medir as pressdes 



V 



Aberto. 



(4) 



''3-1 
i 



4-3 



(3) 



(1) 



i 



V 1 = V 



(2) 

v 2 = o 



// 



Aplicando a equagdo de 
Bernoulli entre os pontos 
(1) e (2) 



Como z x =z 2 e 

V 2 = 0 (ponto de estagnagao) 

1 2 

/?2 = A+-/^i =^ 



► A linha de corrente que passa pelos pontos (1) e (2) e 
chamada de linha de corrente de estagnagao. 
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► Para objetos simetricos, 
o ponto de estagnagao esta 
localizado a frente. Como em 
uma esfera, por exemplo. 



► Em objetos nao simetricos, 
o ponto de estagnagao de- 
pende de fatores como a for- 
Ma do objeto, por exemplo. 
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Ponto de estagnagao 




Stagnation streamline 




Ponto de estagnagao 
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Tubo de Pitot Estatico 



► Caracteristicas: 

- Dois tubos concentricos; 

- Ambos conectados a me- 
didores de pressao nos 
pontos (3) e (4); 

- O tubo externo possui 
furos, nos quais a pres- 
sao e p; 

- O tubo central mede a 
pressao de estagnagao; 
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► Quando imerso em um escoamento com regime 
permanente, inviscido e incompressfvel, cujas dimensoes 
sao muito maiores que o tubo: 



1 — Z 2 ~ Z 3 ~ Z 4r 



- p e y sao a pressao e a velocidade 
no montante (antes do ponto (2)); 

■ P3 = Pi = p+^py 2 ; 



Pa = Pi = p ' 



1 




= Pa + — PV' 

► Assim, F3 FA 2 



- ♦ - 



Medidores 
de pressao 



v = 



2(P 3 -P 4 ) 
P 
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Exemplo 

1) A Figura abaixo mostra um aviao voando a 160 km/h 
numa altitude de 3000 m. Admitindo que a atmosfera seja 
padrao, determine a pressao longe de aviao (ponto (1)), a 
pressao no ponto de estagnagao do aviao (ponto (2)), e a 
diferenga de pressao indicada pelo tubo de Pitot que esta 
instalado na fuselagem do aviao, 




o 

Resolu^ao Universidade Federal do ABC 

► De acordo com a tabela CI do Young, para: h = 3000 m, p 
= 70,12 kPa e p = 0,9093 kg/m 3 . 



► 



No ponto de estagnagao, V 2 = 0 e z ± = z 2 

P2=Pl+-P V l 2 

p 2 =70,12 xl0 3 +^x 0,9093 x(44,44) 2 
p 2 = 71,02kPa 

► A pressao na entrada do tubo Pitot e igual a p 2 , e a 
pressao no tubo externo e p x . Dai, 

p 2 - Pl =S96Pa 
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► Ponderagoes finals sobre o tubo de Pitot estatico: 

- Como p = p/RT, variagdes de pressao e de temperatura 
poderao produzir variagoes na massa especifica. 

- Para velocidades relativamente baixas, a razao entre as 
pressoes absolutas e aproximadamente igual a 1. No 
exemplo anterior, p 1 / p 2 = 0,987. Assim, a variagao da 
massa especifica e desprezivel. 

- Para velocidades muito altas e preciso considerar 
elementos de escoamentos compressfveis. 
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3.6 Exemplos de Aplicagdes da Equagao de Bernoulli 

► Em todos os exemplos que iremos abordar, considera- 
remos: 

- Escoamentos em regime permanente; 

- Escoamentos inviscidos (viscosidade nula); 

- Escoamentos incompressiveis, p = constante. 

► Com boa aproximagao, muitos escoamentos de interesse 
em ffsica, quimica e engenharias podem ser estudados a 
partir dessas consideragoes. 
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3.6.1 Jato livre 
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► Consideremos um jato de Ifquido de diametro d escoando 
atraves de um bocal com velocidade V. 



• p 1 — 0 (pressao relativa) 

• V x = 0 (tanque largo) 

• V 2 = V 

• p 2 — 0 (jato livre na 

atmosfera) 




(5) • 
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► Aplicando a equacao de Bernoulli entre os pontos (1) e 
(2). 

Pi +tp v i 2 +rz,= p 2 +tp v 2 +r z 2 



i 

r(z l -z 2 ) = -pv 

r h = -pV 2 
2 



V = 



2yh 




(5) • 



Como y = pg, vem que V = 



2yh \2pgh 



P 



P 
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► Outras Consideragoes. 



• Pi = P2 — 0 (i ato livre, fora na atmosfera) 



• P3 — K h - f ) (pressao relativa) 



• V* = V 



• p 5 — 0 (jato livre na atmosfera) 



1 y 



0) 



I 



(3) 



(5) . 



(2) 



■4> 




► Aplicando a equagao de Bernoulli entre os pontos (1) e 
(5). 



r(z 1 -z 5 ) = ^pV 5 2 -> V 5 =j2g(h + H) 
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► A altura da abertura da descarga, localiza-se o piano da 
jusante. 

► A altura da superffcie livre do tanque, localiza-se o piano 
da montante. 




Piano da montante 



Piano da jusante 
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► Vena Contracta 

Se o contorno do bocal nao for suave, o diametro do jato, 
dj, e menor do que o diametro do bocal, d h . Este fenomeno e 
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► Coeficiente de Contragao, C Cr C c = 



A, 



• A j e a area da segao 
transversal do jato (na 
vena contracta). 

• A h e a area da segao 
transversal da segao de 
Descarga (bocal). 





Cc-A/At-UydJP 
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3.6.2 Escoamentos confinados 
► Caracteristicas gerais; 

• O fluido esta confinado fisicamente, por exemplo, por 
paredes; 

• A pressao nao pode ser medida diretamente; 

• O Escoamento dever ocorrer em regime permanente, 
isto e, nao pode haver aumento ou diminuigao da 
quantidade de fluido no volume; 

• A taxa de fluido que escoa para dentro do volume deve 
ser igual a taxa de fluido que escoa para fora; 
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► Vazao em volume, 

_ volume VxtxA T7 . . , # __ A 

Q = = = VxA (m 3 /s no SI) 

tempo t 



► Vazao em massa na segao de descarga ou entrada 
do fluido, 



massa m pxVolume _ 
m = = — = = pQ 

tempo t t 



(kg/s no SI) 



m- pQ = pAV 
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► Equagao da continuidade (Primeira versao) 
Sejam: 

• A ± a area da segao de entrada de fluido no volume 
(area da fonte)e A 2 a area da segao de safda (area do 
sorvedouro). 

• velocidade media com a qual o fluido escoa para 
dentro do volume na diregao normal a A 1 e V 2 a velocidade 
media com a qual o fluido escoa para fora do volume na 
diregao normal a A 2 . 



|— v 1 St — 



1 



Parcelade fluido 
em t=0 

Parcelade fluido 



■ em t=8t 



V 



(D 



\ 



V 2 8tk— 



Volume=V 1 5tA 



Volume=V 2 5tA 2 
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► Os volumes que passam por A 1 e A 2 durante um intervalo 
de tempo 5t sao: 

Volume = V X A X 8 1 = V 2 A 2 S t => V X A X = V 2 A 2 



Como 



2 = volume I tempo 



0 = 



Volume 
St 



= VA = V 2 A 2 



V 1 St- 



I 



Volume^ St A 1 



Parcela de fluido 
em t=0 

Parcela de fluido 



"I 



! em t=St 

V,St 



Volume=V 2 StA 2 



(2) 



ou 



Q = V X A X = V.A, 
ou, ainda, 

Gi =V 1 A 1 , Q 2 =V 2 A 2 
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Exercfcios 

1) A figura abaixo mostra um tanque (diametro D = 1,0 m) 
que e alimentado com um escoamento de agua proveniente 
de um tubo que apresenta diametro, d, igual a 0,1 m. 
Determine a vazao em volume, Q, necessaria para que o 
nfvel de agua no tanque, h, permanega constante. 




h = 2.0 m 




J_C2) 



d = 0.10 m 
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► Considerando o escoamento invfscido, incompressfvel e 
de regime permanente, 

Como p x - p 2 = 0 (estdo em contato com a atmosfera) 
z x -z 2 =h 



Vem que 




-P 




(*) 
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► O nivel da agua permanece constante (h = constante), 
porque existe uma alimentagao de agua no tanque. 
Portanto, 



Av, = A^ 



\2j 
(2*) em (3*), 



A 2 = ;r 



*D 2 
4 



^rf 2 
4 



4 4 



(2*) 



(3*) 
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► De (4*) e (*), 



1_ 
2 



fcT\ 



-|2 



l(dV 2 1 2 

v 2 +Sh = ~V 2 



1- 



= 2gh 



V 2 = 



2gh 



[l-(d/D) 4 ] 



=> V,= 



2x9,81x2 

T = 6,26 m/ i 

[1-(0,1/1) 4 ] 



► A vazao e, portanto, 



n 



Q = A l V l = A 2 V 2 = — (0,1)' (6,26) = 0,0493 m 5 1 s 
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2) A figura a seguir mostra o esquema de uma mangueira 
com dia metro D = 0,03 m que e alimentada, em regime 
permanente, com ar proveniente de um tanque. O fluido e 
descarregado no ambiente atraves de um bocal que 
apresenta segao de descarga, d, igual a 0,01 m. Sabendo 
que a pressao no tanque e constante e igual a 3,0 kPa 
(relativa) e que a atmosfera apresenta pressao e 
temperatura padrdes, determine a vazao em massa e a 
pressao na mangueira. 



/7j = 3.0 kPa 



0 = 0.03 m 



- 0.01 m 



•(2) 




(1) 



(3) 



Air 



83 



o 

CO Universidade Federal do ABC 

► Aplicando a equagao de Bernoulli nos pontos (1), (2) e 
(3), 

Pi+^pyi 2 +rz { = p 2 +^pv 2 2 +rz 2 = p 3 +^pv 3 2 + rz 3 



z x = z 2 = z 3 = 0 (mangueira horizontal) 

V 1 =0 (tanque grande) 

p 3 = 0 (jato livre - atmosfera) 

1 2 1 2 
Dai, p 1 =p 2 +-pV 2 =-py 3 



Assim, V 3 = 



P 



1 2 1 2 

Pl=P 2 +-P V 2 "> Pl=Pl--P V 2 

Z Z 84 
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► Para calcularmos a massa especffica, 

j± = [ ( 3 + 101)xl0^] 3 
#r 286,9.% /Kx[(l5 + 273)K] 

► Note que devem ser usadas pressoes e temperaturas 
absolutas (lei dos gases ideais). Desta forma, V 3 f\ca, 



^3 



2x(3,0xl0 3 ) 

— =69 m/ s 



1,26 



► A vazao em volume e, 



e = A 3 V 3 =^V 3 =^(0,01) 2 (69) 
2 = 5,42xl0" 3 m 3 /s 
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► Notemos que o valor de V 3 nao depende do formato do 
bocal, 

► A carga de pressao no tanque, 

p x 3000 Pa 



y 9,8lm/s 2 xl,26kg/m : 



= 243m 



► A carga de pressao e convertida em carga de velocidade 
na segao de descarga, vejam 



V 3 2 (69 mis) 



2g 2x9,81m/s : 



= 243/7? 



► Calculo da pressao na mangueira, ponto (2). 1° a eq. 
continuidade, 



A 2 V 2 =A 3 V 3 => V 2 = 



A 3 V 3 (7r/4)d 2 V 3 _fd^ 
A 2 ~ (tt/4)D 2 ~{Dj 



f 



^3 = 



o,o 0 

v^03y 



m 



(69) = 7,67 — 
s 
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► Continuando, 



P 2 = Pi ~\py" = 3,0 xlO 3 -i(l,26)(7,67) : 



p 2 = 2963 N/rn 



► O decrescimo de pressao do ponto (1) ate o ponto (3) 
acelera o ar e aumenta sua energia cinetica. 

► A razao entre a variagao de pressao no (1) e entre (1) e 
(3) Pi / (p x - p 3 ) = 0,973 => em uma variagao inexpressiva 
da massa especifica, isto e, p pode ser considerado 
constante. 
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3) A figura a seguir mostra o escoamento de agua numa 
redugao. A pressao estatica em (1) e em (2) sao medidas 
com um manometro em U invertidos que utiliza oleo, de 
densidade SG 6leor como fluido manometrico. Nestas 
condigoes, determine a altura h do manometro. 
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► Admitindo que o escoamento seja invfscido, permanente e 
incompressivel, podemos aplicar a equagao de Bernoulli nos 
pontos (1) e (2). 

Pi+-py* +r zi = Pi^-py? +rz 2 (*) 

Admitiremos tambem 2 1 

que yep sao o peso 
especifico e a massa 
espedfica da agua. 



Alem disso, Q = A 1 V 1 = A 2 V 2 , dm, 
A 2 V 2 7V(D 2 I2) 2 



' D A 



4 n{D x IT)' 



Dai, substituindo em (*), vem que, 



V 2 2 +yz l = p 2 +^-pV 2 2 +yz 2 



1 - 



1- 



/ \ 4 



(2*) 
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► A equagao 



Pi~ Pi = 



1 9 



1- 


(d ^ 


4 









fornece a diferenga de pressao medida pelo manometro, 



► Dos estudos do capitulo 1, 




Pi=Kz2-zi) + r^+P3 ( 3 *) 

ft = ft 

ft = r 1 + + ft = r * + y 6 uo h + ft 

Logo, 

ft = ft - r * - y,leo h ( 4 *) 
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Pi = y(z 2 - z l ) + y£ + yh + p 2 -y£-y 6leo h 

Pi-P2=r(z 2 -z l ) + yh-y, leo h (5*) 
Mas, 

Yoleo = PoleoS SG^ = — ^ P 6Uo = pSG ' 6Uo 

P 

Dai, ^7^> 

Yoieo = Poteo S=pS G 6leo g = yS G 6leo (6*) 
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► De (6*) em (5*) 



Pi -P 2 = r(z 2 -z x ) + yh-y SG oieo h 
Pi ~P 2 = r(z 2 -z x ) + y(\- SG 6leo )h 



(7*) 



► Combinando as equagoes (7*) e (2*) 



y(z 2 - z x ) + y (1 - SG 6leo )h = y(z 2 -z l ) + ^ pV 2 2 



1- 



/ \ 4 



y{\-SG 6l Jh= X -pVl 



1- 



/ \ 4 



(comoy = pg) 
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► Se desejavel, ou conveniente, podemos inserir a vazao 
em volume, 



Q 2 = A 2 V 2 



2 Q 
- At 



Assim. 



h = 









4 




1- 















2g(\-SG 6leo ) 



Q l-(D 2 /DJ 



K A 2J 



2g{\-SG 6leo ) 



► Notemos que y(z x - z 2 ) nao interfere no valor de h, mas 
sim no valor de p x - p 2 . 



► y(z x - z 2 ) pode ser escrito em fungao da deflexao, 6, do 
manometro. 
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► Em geral, em escoamentos como o anterior, a equagao de 
Bernoulli mostra que um aumento de velocidade e 
acompanhado de uma diminuigao da pressao. 

Cavitagao 

► Ocorre em escoamentos de liquidos nos quais as varia- 
goes de velocidades causam variagao consideraveis de 
pressao. 



► Neste caso, a pressao em 
um ponto e reduzida a pressao 
de vapor e o liquido sofrera 
evaporagao. 

► Isto pode ocorrer devido 
a uma redugao da area dis- 
pomvel para o escoamento. 




X 

94 



o 

CO Universidade Federal do ABC 

► A combinagao entre a pressao, temperatura e velocidade 
resulta na liberagao de ondas de choque e micro-jatos 
altamente energeticos, causando a aparigao de altas 
tensdes mecanicas e elevagao da temperatura, provocando 
danos na superficie atingida. 
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► Aplicando a equagao de Bernoulli em dois pontos da 
mesma linha de corrente: 



► Como z x = z 2 



p 2 = p l +\p{v'-v 2 2 )<p 



vapor 



Tem-se assim, a conditio 
para que ocorra cavitagao. 




96 



Pressao de vapor 



P e Pw de 
alguns 
hquidos 


Massa 
especffi 

ca p 


Pressao 

de 
vapor 

P 




kg/m 3 


N / m2 
1^1 / 111 

(abs) 


Tetracloreto 
de carbono 


1590 


l,3E+04 


Alcool etflico 


789 


5,9E+03 


Gasolina 


680 


5,5E+04 


Glicerina 


1260 


l,4E-02 


Mercurio 


13600 


1,6E-01 


Oleo SAE 30 


912 




Agua do mar 


1030 


l,77E+03 


Agua 


999 


2,34E+03 
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- Pressao de vapor da agua em 
_ fungao da temperatura 
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Celsius 
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1 Torr = 1 mmHg = 133,322 |a 



Usos da cavita£:ao 



► Tratamento de calculos renais. 

► Limpeza de superficies. 

► Propulsores a supercavitagao. 



Exercicio 
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A figura abaixo mostra um modo de retirar agua, a 20° C, de 
um tanque grande. Sabendo que o diametro da mangueira e 
constante, determine a maxima elevagao da mangueira, H r 
para que nao ocorra Cavitagao no escoamento de agua na 
mangueira. Admita que a segao de descarga da mangueira 
esta localizada a 1,5 m abaixo da superffcie inferior do 
tanque e que a pressao atmosferica e 1,013 bar (abs). 
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► Aplicando a equagao de Bernoulli nos pontos (1), (2) e (3), 
supondo que os tres estejam na mesma linha de corrente. 



z x - 4,5 m V l =0 (tanque largo) P\=0 (relativa) 
z 2 =H 

z 3 = -1,5 m p 3 = 0 (relativa - em contato com a atmosfera) 
Dai, 

2 

V 3 = pg( Zi - z 3 ) = V2 x 9,8 1 x [4,5 - (-1,5)] = 10,8 ml s 



yz x =-pV 3 +yz 3 
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► Como o diametro da mangueira e constante, 

A 2 V 2 = A 3 V 3 => V 2 =V 3 =10,8/7?/^ (*) 

► Entre os pontos (1) e (2), 

1 2 

rz l = p 2 +-pv 2 +yH 

Pl =y(z x -H)-^pV 2 2 (2*) 

► A 20° C, a pressao absoluta do vapor d'agua e 2,338 kPa. Na 
equagao de Bernoulli, entretanto, usa-se a pressao relativa. 

p 2 = 2,33S kPa -101,3 kPa = -99 kPa (3*) 
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► Substituindo (*) e (3*) em (2*), vem que, 

-99xl0 3 = 9810x(4,5-#)-^xl000x(10,8) 2 
H = SJm 



► Se H > 8,7 m, ocorrera formagao de bolhas em (2) e o 
escoamento cessara. 

► Se as pressoes absolutas tivessem sido consideradas, o 
resultados seria o mesmo. 

► Os resultados encontrados independem do diametro do 
sifao. 
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3.6.3 Medida de Vazao 



► Urn modo efetivo de se 
medir a vazao em volume 
e introduzindo algum tipo 
de restrigao ao escoamento. 

► Para todos os 3 casos, a 
equagao de Bernoulli e apli- 
cavel, com z x = z 2 . 

e 

Q = A l V l =A 2 V 2 
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(1) (2) 
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► Continuando, 



i 



P l -P2=-P(V 2 2 -V l 2 ) 



Dai. 



1 

Pi-Pi=-P 



v 2 2 - 



v A y 



V 2 = 



2(Px-Pi) 
p[l-(A 2 /A) 2 ] 
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► A vazao, entao, pode 
ser dada por 



Q = 

2(Pi-P 2 ) 



2 V 2 

1/2 



2 



,9[1-(VA) ] 



6>W 

>j 1/2 

G = A I 2 (A-P 2 ) I 



2] p[\-{D x ID 2 f] 
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Exercfcio 

1) Querosene (densidade = 0,85) escoa no medidor de 
Venturi mostrado na figura abaixo e a vazao em volume 
varia de 0,005 a 0,050 m 3 /s. Determine a faixa de variagao 
da diferenga de pressao medida nestes pontos (p x - p 2 ). 



H2h 



Kerosene, SG = 0.85 



7^ = 0.1 m 

\ u) 






(2)« D 0 = 0.06 m 



0.005 m 3 /s<e< 0.050 m 3 /s 
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► Como acabamos de ver, 



Q = A 



2 



1/2 

2(Pi-P 2 ) 
p[\-{DJD 2 Y] 



Logo, 

_ Q 2 p[l-(D 2 /D 1 ) 4 ] 



► Por outro lado, 



p = SGp H0 =0,85x 1000 
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850 kg /m 3 
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► Considerando a vazao minima, Q - 0,005 m 3 /s 

(0,005) 2 x 850 x[l- (0,06 /0,1) 4 ] 

p ] - p ? = T~n = 1,16 kP a 

1 2 2x[(;r/4)x(0,06) 2 ] 2 



► Considerando a vazao maxima, Q = 0,050 m 3 /s 

,2 ..arf\..n /n ns in i\4 



(0,0 50) z x850x[l-(0,06/ 0,1) ] 
2x[(^/4)x(0,06) 2 ] : 



Pi ~ Pi = — ' — ^ — ~ — — — ~ 2 2 = H6kPa 



► Assim, 

l,\6kPa< p x -p 2 <\\6kPa 
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Vazoes em volume em calhas e canais abertos 



Pl = p 2 = 0 

Ja que estao em contato 
a atmosfera. 



—^tr-J^r.-T-— 



Largura da 
comporta = b 




► Considerando que os pontos (1) e (2) estejam na mesma 
linha de corrente, temos, 

Pi + \ pVi +rz l = p 2 +^pv 2 2 +r z 2 



^pv l 2 +rz l = ^pv 2 2 +rz 2 
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► Continuando, 

\p(Y 2 2 -v 1 2 ) = r(z l -z 2 ) 

^p(V 2 2 -V 1 2 ) = pg(z 1 -z 2 ) 
V 2 2 -V 1 2 =2g(z 1 -z 2 ) (*) 



V 2 z 2 



(2*) 



Logo, (2*) em (*) 



/ A 2 



2^2 



v m y 



= 2g(z x -z 2 ) 
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v- 







2 


1- 


fz2 ) 






K z \ J 





= 2g(z l -z 2 ) 



V 2 = 



2xgx( Zl -z 2 ) 



l-(z 2 /z,)- 



mas, 2 = V 2 A 2 . Portanto 



Q = z 2 b. 



2xgx( Z[ -z 2 ) 
l-(z 2 /z,) 2 
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► O resultado, 
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Mostra que a vazao em volume depende da jusante, z 2/ e 
nao da abertura da comporta, a. Isto porque o fluido nao e 
capaz de fazer uma curva de 90°. 

► O coeficiente de contragao e q — zL < \ 

a 

► Um valor tipico para C c e 0,61 na faixa 0 < a/z x < 0,2, 
mas o valor de C c cresce rapidamente quando a relagao a/z x 
aumenta. 



no 



Exercicio 
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A agua escoa sob a comporta deslizante mostrada na figura 
abaixo, estime o valor da vazao em volume por unidade de 
comprimento do canal. 
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► Como vimos, 
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Q 

— = z 2 
b - 



2xgx( Zl -z 2 ) 



► Nao e fornecido z 2 , mas sabemos que, a/z 1 =0,16, 
portanto, dentro do intervalo 0 < a/z x < 0,2. Assim, vamos 
admitir que C c = 0,61. Desta forma, podemos estimar z 2 , 



z? =c c xa = 0,61x0,8 = 0,488m 



Dai, 

j = 0,488 



2x9,81x(5-0,488) = , 
1 - (0,488 /5) 2 
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► Em tempo, se for possfvel assumir z 1 >> z 2/ entao, 
obteriamos, 

— = z 2 j2xgx Zl = 4,83m 2 
b 



ou 

g = £x4,83 (m 3 /s) 

Como b = 6m, 

g = 6x4,83«29(m 3 /s) 
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3.7 Linha de Energia, ou carga total, ou Piezometrica 



► A equagao 

P yl 

— I \- z- Constante ao longo da linha de corrente 

7 2g 



Tambem e uma equagao de conservagao de energia Mecanica. 

► A equagao estabelece que a soma das cargas de pressoes 
permanece constante ao longo da Linha de corrente. Esta 
constante e chamada de carga total, H, isto e. 

p V 2 

- + — + z = H 
7 2g 
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Interpretagao geometrica 




► A elevagao, H r corresponde a linha de energia e e obtida 
pela pressao de estagnagao medida no tubo de Pitot. 
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► A pressao de estagnagao fornece a medida da carga 
(ou energia) total do escoamento. 

► A pressao estatica medidas pelos tubos piezometricas 
mede a soma da carga de elevagao, p/y + z, e e 
denominada carga piezometrica. 

► O lugar geometrico das elevagoes obtidas com um 
tubo de Pitot num escoamento e denominada de linha de 
energia. 

► Se o escoamento for permanente, inviscido e 
incompressivel, a linha de energia e paralela a horizontal 
local e passa pela superficie livre do Ifquido. 

► Se a velocidade do fluido aumenta ao longo da linha 
de corrente, a linha piezometrica nao sera horizontal. 
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► A linha piezometrica dista V 2 /2g da linha de energia. 



v i = h = 0 y ■ 



(1) 



H — Ci 



"T" 

Pi 

r 



2g 



(2) 



\^HGL 

\ 
1 

i 

-4 



EL 



2.v 



/> 3 = 0 



(3) 



► A distancia entre a tubulagao e a linha piezometrica 
indica qual a pressao no escoamento. 
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► Se o trecho da tubulagao estiver acima da linha 
piezometrica, a pressao e negativa (abaixo da pressao 
atmosferica). 

► Se o trecho da tubulagao estiver abaixo da linha 
piezometrica, a pressao e positiva (acima da pressao 
atmosferica). 



► Estes dois fatos nos permitem, se conhecida a linha 
piezometrica, identificar as regioes nas quais as pressoes 
sao positivas ou negativas. us 



CO Universidade Federal do ABC 



Exercicio 

A figura abaixo mostra a agua sendo retirada de um tanque 
atraves de uma mangueira que apresenta diametro 
constante. Um pequeno furo e encontrado no ponto (1) da 
mangueira. Nos identificaremos um vazamento de agua ou 
de ar no furo. 




Linha piezometrica 
c/ a valvula fechada 



Linha de energia 
(qualquer caso) 



Valve 



Linha piezometrica 
c/ a valvula fechada 
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• Se p x < p Q (pressao atmosferica), havera vazamento de ar 
para o escoamento. 

Se p 1 > p Q (pressao atmosferica), havera vazamento de 
agua da mangueira. 

• Carga total e constante. 

• Diametro da mangueira e constante, logo Q = AV = const. 

• Se a valvula estiver aberta, a linha piezometrica estara 
V 2 /2g abaixo da linha de energia (a mesma altura da 
descarga/ valvula). 

• Se a valvula estiver fechada, a linha piezometrica e a 
mesma da linha de energia. 



• Todos os pontos da mangueira tern pressao menor que 
atmosferica. Portanto, vazara ar para o escoamento. 
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3.8 Restricdes para utilizagao da equagao de Bernoulli 



► Como sempre, o escoamento deve ser permanente, 
invfscido e incompressfvel. 

► Pressao de estagnagao - pressao estatica = pV 2 /2, desde 
que a massa especffica permanega constante. 

► Para um gas perfeito, o escoamento so pode ser 
considerado incompressfvel se: 

- T = 15 °C; 

- Mach = 0,3 

- c (velocidade do som) = 332 m/s 

Assim, um escoamento com V = c x Mach = 96 m/s ainda 
pode ser considerado incompressfvel. 
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► A equagao de Bernoulli so se aplica para 2 pontos de 
mesma linha de corrente e nao pode haver sumidouros ou 
fontes de energia. 



► Dispositivos mecanicos como turbinas (sumidouros) ou 
bombas (fontes de energia) requerem que a equagao de 
Bernoulli seja alterada para considera-los. 
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